IO 11. — Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. 


HI. 


SULLA INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
DEL MOTO DI UN CORPO ELASTICO ISOTROPO 


«Rend. Acc. Lincei », ser. 5, vol. II,, 1° sem. 1893, pp. 549-558. 


1. In una Nota comunicata nella precedente seduta (*), ho considerato 
le equazioni differenziali delle vibrazioni di un corpo elastico isotropo, allorché 
le componenti degli spostamenti sono indipendenti da una delle coordinate 
cartesiane che abbiamo chiamata z. 

Allorché si teneva conto soltanto degli spostamenti normali all’asse 2, 
le equazioni differenziali stesse si scrivevano sotto la forma 


A A 
(1) 322 So! Y de + a dy 
y 29 30 
(2) 372 T VAT E 
essendo 
o = EuR a T, 
dx dy y ay dx 


Nella Nota suddetta ho stabilito delle formule le quali dànno i valori 
di u e v al vertice comune di due coni caratteristici, mediante i valori degli 
spostamenti stessi e delle loro derivaté lungo una superficie qualunque 
inclusa entro i due coni e che limita insieme a ciascuno di essi una regione 
adiacente al vertice. 

Mi propongo ora di ottenere delle formule analoghe, allorché la super- 
ficie lungo la quale sono dati i valori di w e v e delle loro derivate giace 
esternamente ai detti coni. 


2. Nel campo delle tre variabili x,y,7 conduciamo un cono R di 
rotazione il cui asse $ sia parallelo a £, avente il vertice nel punto x,,y;,& 
e la cui apertura sia 2 pọ essendo tg p > a. Quindi mediante una superficie o 
si limiti una porzione di spazio esterna al cono adiacente al vertice, e 
finalmente si conduca un cilindro c di rotazione di raggio e avente per 
asse € (fig. 1), 


(*) In questo volume: I, p. 1 [N. d. R.]. 
(1) In questa figura, come pure nella successiva ciascun elemento S,o,R,c--- è 
formato dall’insieme di quelli rappresentati colla stessa lettera aventi uno e due apici. 
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12 II. — Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. 

Le osservazioni che abbiamo fatto nella Nota precedente dimostrano 
che la parte dell’integrale che comparisce nel secondo membro la quale è 
estesa al cono R è nulla; e facendo diminuire l’angolo p finché si riduca 
tgp = a, avremo che al limite sparirà nel primo membro la parte dell’in- 
tegrale pure estesa al cono R. Osserviamo poi che sul cilindro c si ha 
cos nt = 0 , COS na = Cost , cos MY = sen, de = edu dt, per conse- 
guenza allorché tg p = a, la equazione (3) diventerà 


[EEE qu seno —V cos 69) 


crei { [(*, —£) cos mí sen w — 7 cos ny] u 


— [(*, —£) cos mé cos — 7 cos 14] v | do 


r 


{ U sen w — V cos w } 


a? 
Va — a (t: — t} 
23 tite/a 
= è |do [VE — — a? (t, — ty @dt 


ti e/a 


(u sen © — Y cos 0)|ee 


2x E ¡Feja 


€ 
Sn; ig 


t,—eja 


—— (u sen ® — Y cos w) d£. 


Quindi facendo tendere e verso zero, l’ultimo membro va a zero. 

Si può dunque concludere: 

Essendo sa una superficie che limita una porzione di spazio esterna al 
cono A (considerato nella precedente Nota) ed adiacente al vertice, abbiamo 
(vedi fig. 2) 


aan) PEER y ym 


Sa 


a? 
AV { [6 — £ (y — y) cos nt —7° cos ny] u 


— [(*, — £) (x — x,) cos nt — 7° cos mx] y | dsa = 0. 


Analogamente partendo dagli integrali 
V72 ¿2 (fı — t)? 


| e pica pi TL 


ar s — x,) =- > COS W 
(IV) 1 Ri 
| Vr LA VPF VELE —1 

| Y = (y — y.) = AEA eh da 


delle equazioni (1) e di si giungerebbe al seguente risultato: 
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II. — Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. II 
Esaminiamo lo spazio S racchiuso entro le tre superficie o, R, c; in 
esso gl’integrali (I) della Nota precedente avranno valori immaginari. Onde 
ridurli reali moltiplichiamoli per 2; otterremo in tal modo le funzioni 


/ 
diet -aladi ME i Ve —a (4 — 1)? 
| u= rr —a” (2, —1yY A a da n re i itaca 
$) Vr —a (4 — 1 
v = — lr? — a (Y sl eps E pie li, ail ) COS © 


che costituiranno un sistema di integrali delle (1) e (2) e i quali entro lo 
spazio S si conserveranno reali e regolari. Perciò potremo applicare la for- 


mula (7) della Nota citata, avvertendo di mutare il segno alle espressioni 
che compariscono entro i radicali, e nel medesimo tempo di cambiare il 
segno al secondo membro. Avremo allora 


(3) ERP du sen o —V cos 1) dE 
È 
vi | TESS {6-2 cos xt sen © — 7 cos ny] u 
È 


— [(4, — #) cos mt cos w — 7 cos nx] v } dX 


in cui per semplicità si è posto 


| U = 3, cos nt — 6* 9 cos nx — a? è COS NY 
II i 
SÒ w 


| V=35 cos né — 5° & cos ny + a? © cos nx. 
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11. — Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. 13 


Se ss è la porzione di sa esterna al cono B (considerato nella Nota pre- 
cedente) si avrà: 


(11) f EEE y PELO PV II] 


72 
sh 


a {[@— £) @— x,) cos mt — 7° cos nx] u 


ppe Vr2— 0 (1, —1y 


+ [6 —0) (7 — 7) cos mé —1* cos ny] v }| dss = o. 


Le due formule (III) e (I^) che abbiamo trovato stabiliscono delle 
relazioni a cui debbono soddisfare le funzioni x, v e le loro derivate lungo 
le superficie sa, ss, e sono le analoghe della equazione (23) della Nota Sulle 
onde cilindriche nei mezzi isotropi ©). 


3. Passiamo ora a stabilire le formule risolutive della questione pro- 
postaci. 
Si ponga 


E=f1—0(log(r—09)—1 + log 7) + 0 arco sen 0 


=Y 1 —0” log (== r) + Barco sen, 


e 


in cui per arco sen@ si prende un valore compreso fra — x/2 e x/2. 
. È facile verificare che, essendo c una costante ‘arbitraria, 


u, = E+0%%= (E + cð) sen o, 
(V) | E a (t— tı) 
| b; 


= — (E + 0) HH = — E F 0) cos w, 


| wu; = E + 4) E = (E + c9) cos o, 
9 — SEA) 


(VD 


u, = E 42 = (€+d0)seno, 


formano due sistemi di integrali delle equazioni (1) e (2). Il primo di essi 
si conserva reale finché ci manteniamo nello spazio esterno al cono A, ed 
il secondo finché’ siamo esternamente a B. 

Ciò premesso prendiamo a considerare il campo S rappresentato nella 
fig. 1, e conduciamo il piano 7 avente per equazione f = 7,. Esso dividerà 
lo spazio S in due parti in una delle quali (che denoteremo con S’) i punti 


(2) Ved. « Rend. Acc. Lincei», ser. 5°, vol. I, 2° sem., 1892, p. 265. [In queste Opere: 
volume primo, XXXV, p. 568]. 
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14 II. — Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. 
hanno una coordinata ¿ maggiore di 7,, mentre nell’altra (che indicheremo 
con S”) la coordinata # dei punti è inferiore a 7,. 

Le parti di c,R,c che appartengono al contorno di S' le distingue- 
remo ponendo un apice alle lettere stesse; mentre porremo due apici per 
indicare le parti delle stesse superficie che limitano S”. 


4. Riprendiamo ora la formola (5) della precedente Nota ed appli- 
chiamola al campo S' prendendo per funzioni x, e v, le (V). 
Cominciamo dal calcolare i valori di 9, , ©, , 3M,/9f , ðv, |t corrispondenti. 
Avremo 


l &,=0 


©, == (og (1 — 8°) + log») 


«Me ol pà Ti (08 (1 — 09) + log») + arco sen 0 + «| 2222 


A: E 
oz | Vite 


Perciò la (5) della Nota precedente in questo caso diventerà 


(4) [maz 0 
2 


A X_-Xx 
r E 


(log (1 — 0?) + log 7) + arco sen 0 + e| 


quando si prenda 
II = (¿+ c0) { U sen œ — V cosw} 


‚© (log (1 — 6°) + log) a 


TEN { u [— 0 sen o cos nt — a cos ny] 
rVi— 


+ v [0 cos w cos mt + a cos nx] ) — Z (arco sen 0 + c) {u sen w —vcosw} cos nt. 


Il contorno X è formato da o”, dalle parti di R' e di 7 esterne al 
cilindro c', e finalmente da quest’ultimo cilindro e’. 
Sulla falda R’ del cono R abbiamo 
a 
tge 
quindi il valore di II nei punti del cono R' risulta il seguente 


VE le) 


{U sen œ — V cosw} 


; cos nt = — sen p, 


lg» => 


a a 
-— [arco sen — + c 
EA go + ) 


log È = w + log r) a? 
pt Vertical 1087) 5, { u [sen œ cos p — cos ny] 


a? / 
dba > 
tg° p 


a 
+v [— cos w cos p + cos xx]}+ Z (arco Sn | c) (u sen w — v cos w) senp. 
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~ VI Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. dE 


Osserviamo ora che sopra R’ 
COS AY = sen wW cosp , COSH% = COS w COSp, 


quindi, togliendo i termini che si annullano, la espressione precedente 
diventerà 


i ly = pa TA [log È a) i + log r| [U sen ® —- V cos o] 


+ a(arco sen a + Na [U sen w — V cos wm] + + (usen —v cos wm) senp t- 


Diminuiamo ora l’angolo p finché si abbia 


(5) tgp = 
allora basterà prendere la costante arbitraria c = —x/2, perché IIg si 
annulli al limite. 

Perciò quando si suppone soddisfatta la (5) dovremo estendere nella (4) 
la integrazione a o’, a č e a x soltanto. 


Sopra c” abbiamo 
dias a (¿—1;) 


e , 


cos né =O , CcosAX=CO0SWH , COS NY = sen w, 


quindi, nei punti del cilindro e’, II assumerà la forma 


m=- [fi an e RE li 


e? 
Fr SERI (arco sen BE SI, |a 


Lol 
si i I A 


e? 


(u sen ù — Y cos 0). 


Ma sopra c' si ha 
de = d2 = € do di 


Da quindi ponendo 
pS a (t—1,) È 
€ 


avremo che la parte dell'integrale (4) estesa a e potrà scriversi 
21 1 
[Te de = $ fdo [| — 11 dog a —11) 0D 
og (1 — x°) 


pen Ay AAA a (u sen a — v cos a) | d 


+ asloge| do [| TOY Gsen o — v cos o |an, 
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16 Ha Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. 


Di qui si vede che facendo impiccolire indefinitamente e, i’integrale 
esteso al cilindro e’ tende verso zero, e per conseguenza nella (4) potremo 
prendere per campo d'integrazione la superficie o’ e il piano 7. Sopra questo ` 
si ha po 


cos na = COSHY — o‘, Cosraf=T->, A =0 


onde, essendo c = — 7/2, avremo che il valore di II corrispondente ai punti 
di 7 sarà 


cy Ta 
> nona) Gis N e 


HU, (log 7 — (seno — E 


Se dunque chiamiamo IIy il valore di II sopra la superficie o”, otter- 
remo la formula 


(6°) [1 do' = f [dogr — 1) (+ COS wW — e sen 0) 


A. 


na 
+5 7 (0 cos 4) —u sen 0) dr. 
5. Analogamente consideriamo lo spazio S” ed applichiamo lo stesso 


calcolo. Prendendo questa volta c = x/2, e chiamando IIj il valore corri- 
spondente di II sopra o”, avremo 


(6°) fr de''= =f [dogr — 1) i COS (y — i sen 0) 


-i= 7 È (v cos o — u sen w) dz. 
Sommando le (6°) e (6”) avremo dunque 


(6) fu, do' + [Mo do” a na fi (v cos w — u sen 0) dr. 


Osserviamo che 


9 log7 a bis o logr _ i é 
Mii, , NA ce 


quindi il secondo membro della equazione precedente potrá scriversi 


| 9 
TA | 
oy; 


fu logrd:— fv log» d]. 


Per conseguenza (vedi fig. 2) essendo Sa la solita superficie esterna al 
cono A che limita una porzione di spazio adiacente al vertice, e Say Sa pe 
due parti di essa divise dal piano 7, posto i 


www.rcin.org.pl 


17 


II. — Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. 


O aaf TE a (CEE uz vece) 
+ log na Si fu aa Lias dal nt + cos ny) 
dead E == cos mf + cos na) dsa 
NES arco sen (E 252) (U PIL =y =a 


BELA ll |) (u E Area <A se cod nt tds) 
$ Fe PF | 


"(2 (IZ tei i e di ad 


=f He hy Zorman M1 ¡a 2291 ly Ži) cos nt ds.) 
> Pd PEI A 7 a > 


J, | 7 7 r r 
Ra ; 
(7) 0.=n[- | ulogrdr— z fv logra. 


In modo analogo possiamo operare partendo dagli integrali (VI) e si 


giunge allora alla seguente conclusione: 
Se ss è la porzione di sa inclusa nella parte esterna al cono B e sz, sj sono 


le due parti in cui essa viene divisa dal piano ©, posto 


A veniva 
+ log q Preti ssa li cos mt + cos na) u 


4 (a P_i cos mt + cos ny) o | ds; 


tia 


n arco sen a eni (== +V 24) 


yA dl al 
— arco sen (EZA) (y 2 492 E ) cos ne | dss 
a r “ad F 


CA ie 


E A VE) 1 RO cos ne] dij ' 


r 


Sy 


53 
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18 II. — Sulla integrazione delle equazioni differenziali, ecc. 


ia 


(8) d = n| fulogrd: +3 fologr ds]. 


9X1 


7. Dalle (7) e (8) segue immediatamente 


200; 
91; 


30 g 
= = TA” ul d 
+ 7: T JE ogr dr 


A 


20D, 90, _ a : 
da TÀ fo log 7 dí 


T 


in cui si è posto per brevità 


92 9? 


2 = —_T— — Y 
Nat ori yi 


Ma per un noto teorema sui potenziali logaritmici 


A? f ulogr dz = 2 70 (K: Vinti) 


T 


A fv logr dr = 27 9) 


T 


quindi 
y, ll dA 20D, Da 
da | n (ars Yt) = a [E T: Dal 
9 ) 
1 20D; 20, 
Paroa 


Sono queste le formule cercate; esse sono le analoghe della formula (27) 
della Nota già citata Sulle onde cilindriche nei mezzi isotropi. 
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